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FUNZIONI E LIMITI

· INTERVALLI, INTORNI, VALORI ASSOLUI
Se a e b sono due numeri reali, ed è a(b, si chiama intervallo limitato, o semplicemente intervallo, l’insieme di tutti i numeri reali compresi tra a e b. 

I numeri a e b si dicono estremi dell’intervallo (a=estremo inferiore o sinistro, b=estremo superiore o destro).

Il numero b-a è detto misura o ampiezza dell’intervallo. 

Un intervallo si dice:

· Chiuso quando ad esso appartengono anche i due estremi a e b e si indica con [a,b]

· Aperto quando gli estremi non gli appartengono e si indica con (a,b) oppure 
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· Aperto a destra quando è [a,b)
· Aperto a sinistra quando è (a, b]
Esistono anche gli intervalli illimitati, e precisamente:

· Intervallo illimitato superiormente, cioè [a,+ () o (a, +()

· Intervallo illimitato inferiormente, cioè (-(, a ) o (-(, a ]

· Intervallo illimitato sia superiormente che inferiormente, cioè (-(, +()

Si chiama intorno di un numero reale c un qualsiasi intervallo aperto che contenga c.

Si chiama intorno destro di un numero reale c un qualsiasi intervallo aperto che ha c come estremo sinistro. 

Si chiama intorno sinistro di un numero reale c un qualsiasi intervallo aperto che ha c come estremo destro. 

Detto ( un numero positivo, l’intervallo (c-(, c+() si dice intorno circolare del punto c, di centro c e raggio (.

                                                                                                      (                 (
                                                                                          c-(                    c                     c+(


· Il punto c si dice che è un punto di accumulazione di 
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 quando in ogni intorno di c cadono infiniti punti di E.
Dato un numero reale a, si chiama valore assoluto di a, e si scrive (a(, il numero a stesso (se a è positivo o nullo), o l’opposto di a (se a è negativo).
Perciò si ha:


                 a se a(0  

a se a(0 

                 -a se a(0 

Si dimostra che sussistono le seguenti proprietà:

(a(+(b( ( (a+b(
((a(-(b(( ( (a-b(
Poiché la disequazione (x((a equivale a    -a(x(a,

segue che ogni x che soddisfa la disequazione (x-c(((   (con ( (0)

appartiene all’intervallo  (c-(, c+() del punto c.

· FUNZIONE REALE DI VARIABILE REALE
Dati due insiemi non vuoti, A e B, di numeri reali, si chiama funzione (reale di variabile reale) di A in B una qualsiasi legge che fa corrispondere ad ogni elemento x di A uno ed un solo elemento y di B.   

Il dominio della funzione è l’insieme degli elementi di A che hanno un’immagine in B, il condominio è il sottinsieme di B costituito da elementi che sono immagini di elementi di A, e in genere f(A)
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Per indicare una funzione si scrive:

f: A( B  oppure x( y=f(x) o più semplicemente y = f(x).
Si dice che:

· f è definita in A e prende i suoi valori in B

· x è la variabile (indipendente) in A

· y, cioè f(x), è l’immagine della x in B

 Le funzioni analitiche si possono classificare in base alla natura dell’espressione nella quale compare la variabile indipendente x; si hanno così le funzioni algebriche ( razionali ed irrazionali intere e fratte) e le funzioni trascendenti (esponenziali, logaritmiche, goniometriche ecc.)

Una funzione f: A( B si dice:

· suriettiva se f(A)=B

· iniettiva quando da x1  (x2 segue f(x1) ( f(x2)

· biunivoca (o biettiva o biezione) se è iniettiva e suriettiva

· crescente quando da x1 (x2 segue f(x1) ( f(x2)

· decrescente quando da x1 (x2 segue f(x1) ( f(x2)

· monotona in A quando in A è o crescente o descrescente

· pari se risulta f(-x) = f(x)   ((A

· dispari se risulta f(-x) = - f(x)   ((A

· periodica di periodo T ( 0 se f(x+T) = f(x)

Il grafico di una funzione pari è simmetrico rispetto all’asse delle y.

Il grafico di una funzione dispari è simmetrico rispetto all’origine O delle coordinate.

Per determinare l’insieme di esistenza o dominio di una funzione occorre ricordare quanto segue:

1) Le operazioni di somma, differenza e prodotto sono sempre possibili in R, pertanto le funzioni razionali intere hanno come dominio l’insieme R dei numeri reali;

2) La divisione è possibile in R solo quando il divisore è diverso da zero, pertanto nelle funzioni del tipo 
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3) Se la funzione è sotto segno di radice ad indice pari , il radicando deve essere sempre positivo. Se l’indice è dispari, il dominio è tutto R.

4) Le funzioni goniometriche y=senx e y=cosx  esistono per ogni x reale, mentre y=tagx esiste per ogni x ((/2+k(;

5) Le funzioni logaritmiche devono avere sempre base e argomento positivi, e base ( 1.

6) Le funzioni esponenziali hanno come dominio tutto R.

· LIMITE DI UNA FUNZIONE

Definizione

Si dice che una funzione f(x), per x che tende a x0, ha per limite il numero l, e si scrive
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se scelto un piccolo  ( >0 , si può sempre determinare un intorno del punto x0 tale che in esso risulti soddisfatta la disequazione 

(f(x)-l (((,

cioè le disequazioni

l-( (  f(x) ( l+ (
Esempio

Verificare che risulta 
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Per verificare questo limite dobbiamo provare che in corrispondenza ad un numero ( ( 0, arbitrario e comunque piccolo, la disequazione 

( 2x-3-1  ( ( ( ,  

sia soddisfatta per tutti i valori della x che formano un intorno completo del numero 2.

La disequazione, che si può scrivere anche ( 2x-4  ( ( ( , equivale a:

4 -( ( 2x ( 4+( , che è risolta per : 
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che forma un intorno completo del numero 2, cioè un intorno  di estremi  
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L’esistenza del limite di una  funzione, in un dato punto x0 è assolutamente indipendente dal comportamento della funzione nel punto stesso.

Definizione

Si dice che il numero l è il limite “destro” della funzione f(x), per x(c,  se
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La stessa definizione vale per il limite “sinistro”.

Si può dimostrare che se i limiti “destro” l1 e “sinistro” l2 di f(x), per x(c, esistono e coincidono, cioè

l1=l2=l,

allora l è il limite di questa funzione per   x(c.

Vale anche il viceversa.

Definizione

Si dice che la funzione f(x), per x tendente all’infinito, ha per limite il numero l,  se
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Definizione

Si dice che la funzione f(x), per x tendente all’infinito, ha per limite l’infinito,  se
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· TEOREMA DELL’UNICITÀ DEL LIMITE

Se esiste il limite della funzione f(x), per x che tende a c, tale limite è unico.

· TEOREMA DELLA PERMANENZA DEL SEGNO

Quando il limite di una funzione nel punto c è un numero l diverso da zero, esiste un intorno di c in ogni punto del quale la funzione ha valori tutti dello stesso segno del limite.

· TEOREMA DEL CONFRONTO

Se f(x), h(x) e g(x) sono tre funzioni definite nello stesso intervallo, eccettuato al più un punto c di questo, e se per ogni x risulta:

f(x)( h(x) ( g(x)  e se inoltre 
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allora risulta anche 
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INFINITESIMI  E INFINITI

Se f(x)  è una funzione reale, si dice che per x( x0 la f(x)  è un 

· infinitesimo    se  
[image: image24.wmf]0

)

(

lim

0

=

¾

®

¾

x

f

x

x


· infinito    se 
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TEOREMI

· La somma algebrica di un numero finito di infinitesimi è un infinitesimo.

· Il prodotto di un infinitesimo per una funzione limitata è un infinitesimo.

· Il quoziente tra un infinitesimo e una funzione, il cui limite è diverso da zero, è un infinitesimo.

Si vedrà in seguito che questi teoremi non sempre sono validi per gli infiniti.

[image: image26.png]A) Operazioni sui limiti finiti
Consideriamo due funzioni f(x) e g(x) definite in un intervallo comune A(C R) e a valori in R.

Supponiamo inoltre che le funzioni f(x) e g(x)} abbiano, per x — c{finito o infinito) dei limiti finiti £ed m.
Sussistono i seguenti teoremi (dove, per semplicita, scriveremo fe g in luogo di f(x) e g(x)):

1,2 Selmf:é € lmg:m, allora: Lm(fig}:lim
3. Selimf=¢ ese KeR allora: lim &f = k¢
x—¢ x—c
4. Selimf=1¢ ese {#0 allora: lim —l—:i
: x=c 4 x—c f ¢
5. Se limf=0* allora: !imi:-wc
x=c x=c f
6. Se limf =0~ allora: Iimi= —oo
x=c x—c f
1. Selimf=1¢ e limg=m allora: limf.g=¢-m
x—c X x—¢
. f e
s e se, inoltre, m # 0 allora: )I(meg =
9. Selimf={¢+#0 allora: lim|f| = | ¢}
x—c r—c

B) Operazioni sui limiti infiniti

Somma
10. imf = img = . — -
Se ,I(L”};f +oc e leCg m allora: lim(f+g) = =20
1. | Selimf = +oc e limg=+c allora: lim(f +g) = +oc
x—c x—¢ rmc
12. | Selimf=—oc e limg=-x allora: lim(f+g) =—
x—c I x=c
Pradotto
limk f = +oc
. k>0 x—c
Selimf = e allora:
13 &M = e {k<0 {limkf:7x
x—¢
14. | Selimf=+oc e limg = m (finito)
x—c x=c
limf . g= -+
con { m>0 allora: x=e
m<Q limf-g=-x
xc
+oc +oc +oc
15. | Selimf= —oc e leLan=< —o0 allora: l}(\r_n[f»g:< +oc
“+oc —oC —2C
Quoziente
18 | Selimf=+oo aloras m—+=0 T
xoe x=e
17. Se limf = ¢ (finito) e limg==ox aliora: Iimizo
x=c x¢ x—c'g
18. Se limf = =oc e limg = ¢ (finito, > 0) allora: HmL::t:x:
X x—c xoe g





Forme indeterminate

Ricordiamo che nulla si può dire, in generale :

sul:          
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sul:          
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sul:          
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sul:          
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In altre parole, i teoremi enunciati precedentemente perdono significato quando i limiti considerati si presentano sotto una delle forme:

+( -( ;      0((  ;      
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che si dicono forme indeterminate ( o di indecisione).

Le operazioni sui limiti si schematizzano nella seguente tabella, di facile interpretazione, considerando sempre l(o e l1(0.

	f
	l
	(
	+(
	+(
	0
	+(
	0
	l
	0
	-(

	g
	l1
	l1
	+(
	-(
	+(
	0
	l1
	0
	0
	-(

	f+g
	l+l1
	(
	+(
	?
	+(
	+(
	l1
	l
	0
	-(
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INOLTRE

Se 
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 ,    ed f(x) è una funzione di grado n    e g(x) è una funzione di grado m , 

allora

se n < m ,   
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se n > m ,   
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se n = m ,     
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 , dove a e b sono i coefficienti delle variabili di grado  n = m.

· FUNZIONI CONTINUE

Si dice che la funzione f(x), definita in tutti i punti di un intervallo [a,b] è continua nel punto c ( interno a questo intervallo),  se risulta 
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Intuitivamente una funzione si dice continua se il suo grafico non presenta interruzioni.

Se due funzioni sono continue in un punto c, sono pure continue in c la loro somma, la loro differenza, il loro prodotto e il loro quoziente, ammesso in quest’ultimo caso che la funzione al denominatore non si annulli in c.

Le funzioni elementari, dove esistono, sono continue. Più precisamente sono continue: le funzioni razionali, le funzioni goniometriche, le funzioni esponenziali, le funzioni logaritmiche, le funzioni potenza, le funzioni irrazionali.

DEFINIZIONE

Data una funzione monotona f: A(B, si chiama inversa della f, la funzione f-1: B (A tale che:

 f-1[ f(x)] = x  ( x( A ;          f[ f-1(y)]= y  ( y( B

E’ evidente che una funzione è invertibile se e solo se essa è biunivoca.

Esempio:

La  f: R(R  con f(x)=2x+3 è biiettiva. Da y=2x+3 si ricava x = 
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Infatti risulta  f-1[ f(x)] = 
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( Funzioni  inverse delle funzioni goniometriche

L’inversa della funzione y=senx è la funzione x=arcoseny il cui dominio è intervallo chiuso [-1, 1]
L’inversa della funzione y=cosx è la funzione x=arcocosy il cui dominio è intervallo chiuso [-1, 1]
L’inversa della funzione y=tgx è la funzione x=arcotgy il cui dominio è tutto l’asse reale x.

( Due limiti fondamentali

Due limiti fondamentali per l’analisi sono i seguenti:

1)
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( Discontinuità

Quando una funzione non è continua in un punto, si dice che in quel punto è discontinua, o che presenta una discontinuità.

Sia f(x) una funzione definita in un intervallo [a, b], escluso eventualmente un punto c interno ad esso.

Si ha una discontinuità di prima specie nel punto c se la funzione ammette in c sia limite destro finito ld , sia limite sinistro finito ls , ma questi sono diversi fra loro, cioè
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Si ha una discontinuità di seconda  specie  quando in c  almeno uno dei due limiti destro o sinistro o non esiste o è infinito.

Si ha una discontinuità di terza specie nel punto c se la funzione ammette in c un limite finito l, ma o non è definita in quel punto, o il suo valore in quel punto è diverso dal limite, cioè
[image: image61.wmf])

(

lim

x

f

c

x

¾

®

¾



 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]¹

f(c ).

ASINTOTI

Gli asintoti sono le tangenti alla curva all’infinito.

Rispetto ad un sistema di assi cartesiani ortogonali un asintoto può essere: 

a) parallelo all’asse y ( o verticale)

Sono del tipo x = a , dove a è un valore che annulla il denominatore.

b) parallelo all’asse x ( o orizzontale) 

Sono del tipo y = b ( con b numero finito ),  dove  b =
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È da ricordare che questo limite è finito solo quando il grado della funzione al numeratore è 
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 al grado della funzione al denominatore.

c)  obliquo rispetto agli assi

Se  non ci sono asintoti orizzontali, la curva può ammettere asintoto obliquo.

L’asintoto obliquo, se esiste, è dato da una equazione del tipo  

y=mx+q 

dove

 m  =
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