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INSIEME  N
Il numero naturale è il primo concetto matematico creato dalla mente umana.
L’insieme dei numeri naturali è un insieme infinito costituito da tutti i numeri interi e positivi, e si rappresenta con la scrittura:

N =  

Addizione e moltiplicazione

La somma e il prodotto di più numeri naturali è ancora un numero naturale. I termini della somma si chiamano addendi , i termini del prodotto si chiamano fattori .
Sia per la somma che per il prodotto vale la seguente
· Proprietà commutativa
La somma o il prodotto di due o più numeri naturali non cambia se si cambia l’ordine degli addendi  (o dei fattori), cioè se a e b sono numeri avremo
a+b = b+a
a∙b = b∙a


Sottrazione 

L’operazione con cui si ottiene la differenza fra due numeri si chiama sottrazione, e i due numeri si chiamano rispettivamente minuendo e sottraendo.
Nell’insieme N la sottrazione non sempre è possibile, infatti se il minuendo è più piccolo del sottraendo, la differenza fra questi due numeri sarà un numero non appartenente all’insieme N  (cioè un numero non positivo). 
Per la sottrazione non vale la proprietà commutativa.


Divisione

Dati due numeri naturali a e b,  si chiama quoziente (esatto) di a con b il numero naturale q, se esiste, che moltiplicato per b dà risultato a, cioè
a : b = q      se     b ∙ q = a
I termini della divisione si chiamano dividendo e divisore, il risultato si chiama quoziente.
La divisione in N non è un’operazione sempre possibile.
Es:  non esiste il quoziente fra 12 e 5 perché non esiste alcun numero che moltiplicato per 5 dà risultato 12. Questa divisione si potrà fare in altri insiemi ma non in N.


Espressioni aritmetiche con le quattro operazioni

Nelle espressioni con le quattro operazioni bisogna procedere seguendo le seguenti regole di precedenza: 

1. Moltiplicazioni e divisioni nell’ordine indicato
2. Addizioni e sottrazioni nell’ordine indicato


Se nelle espressioni abbiamo le parentesi, ricordiamo che vanno tolte prima le tonde (dopo aver calcolato i valori delle espressioni contenute in esse), poi le quadre  (dopo aver calcolato i valori delle espressioni contenute in esse), infine le graffe (dopo aver calcolato i valori delle espressioni contenute in esse).
Es:    
       =
       
       
        
       =  0
   
Potenza dei numeri naturali

Si chiama potenza di un dato numero ogni prodotto di fattori uguali a quel numero.
Es:  23= 2∙2∙2 = 8
       34= 3∙3∙3∙3 = 81

In generale     

Valgono le seguenti regole:

· Ogni numero elevato a 0 dà risultato 1
Es:  50 = 1  ;    70 = 1  ;    10 = 1    ;    12520 = 1

· Ogni numero elevato a 1 dà per risultato il numero stesso
Es:  51 = 5   ;   71 = 7    ;      11 = 1      ;     12521 = 1252

· Le potenze del numero 1 sono sempre uguali a 1
Es:   15 = 1     ;   17 = 1      ;       1345 = 1

· Le potenze del numero 0 sono sempre uguali a 0
Es:   05 = 0   ;   0123 = 0      ;     032 = 0

· La potenza del numero 10 è un numero costituito da 1 seguito da tanti zeri quante sono le unità dell’esponente
Es:  105 = 100000  ;    107 = 10000000

Nelle espressioni le potenze hanno sempre la precedenza. Naturalmente bisogna prima risolvere le parentesi ecc. ecc.

Es:  
        =  
        
        =  
        =  
        =  
        =           


Proprietà delle potenze

Le potenze godono di alcune di alcune importanti proprietà molto utili nei calcoli.

· Il prodotto di due potenze con la stessa base è una potenza che ha per base la stessa base e per esponente la somma degli esponenti:    an∙ am = an+m
Es:  52∙53= 55
        32∙3∙33 =36

· Il quoziente di due potenze con la stessa base è una potenza che ha per base la stessa base e per esponente la differenza degli esponenti:    an: am = an-m
Es:  523:521= 52
                   38∙36:312= 32

· La potenza di una potenza è uguale ad una potenza che ha per base la stessa base e per esponente il prodotto degli esponenti:  
Es:   

Se le basi sono diverse e gli esponenti sono uguali abbiamo le proprietà:

· 
· 
Es: 


Riepilogando:

·     an∙ am = an+m
·     an: am = an-m
· 
· 
· 


Es:  
       
       =   
       =  
       









Divisibilità e numeri primi

Un numero a si dice divisibile per b ( con b ≠ 0 ), quando la divisione fra a e b è esatta, cioè quando nella divisione il resto è 0. Si dice anche che a è multiplo di b.
Es: 10 è divisibile per 2 perché la divisione fra 10 e 2 è esatta ( quoziente 5, resto 0). Questo vuol dire che 10 è multiplo di 2.
Es: 10 non è divisibile per 6 perché la divisione fra 10 e 6 non è esatta  ( quoziente 1, resto 4), quindi 10 non è multiplo di 6.

Un numero maggiore di 1 si dice primo quando è divisibile soltanto per se stesso e per 1.
Due numeri si dicono primi fra loro se hanno come divisore comune solo il numero 1.
Es: il numero 13 è primo perché è divisibile solo per 1 e 13.
Es: i numeri 12 e 25 sono primi fra loro perché non hanno divisori comuni ( i divisori di 12 sono 2, 3, 4, 6, 12  e i divisori di 25 sono 5 e 25 ).

Sono molto importanti i criteri di divisibilità che ci permettono di stabilire, in alcuni casi e senza eseguire la divisione, se un numero a è divisibile per un numero b. 

1. Un numero è divisibile per 2 quando termina con una cifra pari.
2. Un numero è divisibile per 3 se lo è la somma delle sue cifre.
3. Un numero è divisibile per 5 quando termina con 0 o con 5.
4. Un numero è divisibile per 11 quando la differenza fra la somma delle cifra di posto dispari e quella delle cifre di posto pari è 0 oppure è un multiplo di 11.

Es:  il numero 132 è divisibile per 2 e per 3.
Es:  il numero 15785 è divisibile per 5 e per 11. 

Ogni numero non primo può essere scritto come prodotto di fattori primi. L’operazione che ci consente di scrivere un numero come prodotto di fattori primi si chiama scomposizione in fattori primi ( o fattorizzazione ).

Per procedere alla scomposizione tiriamo una linea verticale scrivendo a sinistra il numero da scomporre e a destra i successivi divisori primi, partendo dai più piccoli. 
I divisori devono essere numeri primi e per individuarli si utilizzano i criteri di divisibilità.
Es:  scomporre in fattori primi il numero 396.

	396
198
99
33
11
1
	2
2
3
3
11


Possiamo scrivere  396 = 22∙32∙11








Massimo comune divisore ( M.C.D.) e minimo comune multiplo ( m.c.m.)

Dati due o più numeri, il loro M.C.D. è il divisore più grande comune a tutti i numeri, il loro m.c.m. è il più piccolo fra i loro multipli comuni.
Per prima cosa scriviamo i numeri come prodotto di fattori primi..
Per trovare il M.C.D. prendiamo i fattori comuni  ( una sola volta) con il più piccolo degli esponenti.
Per trovare il m.c.m. prendiamo i fattori comuni e non comuni ( una sola volta) con il più grande degli esponenti.

Es: Trovare il M.C.D. e il m.c.m. tra i numeri  24,  18,  20.
Scomponiamo in fattori primi.

	24
12
6
3
1
	2                    18
2                      9
2                      3
3                      1
	2                    20
3                     2
3                     1
	2∙5
2


Possiamo scrivere

24 = 23∙3
18 = 2∙32
20 = 22∙5

Per cui, applicando le regole avremo

M.C.D = 2
m.c.m. = 23∙32∙5 = 8∙9∙5 = 360






















INSIEME Z

Poiché nell’insieme N dei numeri naturali non è sempre possibile la sottrazione, bisogna ampliare N costruendo l’insieme Z dei numeri interi relativi ( positivi e negativi ) in cui la sottrazione è sempre possibile.
L’insieme dei numeri interi relativi è un insieme infinito costituito da tutti i numeri interi, positivi e negativi, e si rappresenta con la scrittura:
Z =  


Rappresentazione geometrica:



Sulla retta orientata i numeri negativi stanno sulla sinistra dello zero ( i numeri più grandi sono quelli più vicini allo zero), e i numeri positivi stanno alla destra dello zero ( i numeri più grandi sono quelli più lontani dallo zero).

Es:  +3 > +1
       -3 < -1
Nell’insieme Z ogni numero deve essere sempre preceduto da un segno.
Due o più numeri si dicono:

  concordi  se hanno lo stesso segno
  discordi  se hanno segno opposto
  opposti  se sono uguali e con segno opposto

Es:  -3 e -5 sono concordi,  -5 e +3 sono discordi,  -2 e +2 sono opposti,  +2 e +2 sono uguali.


Addizione e sottrazione

Se due numeri hanno lo stesso segno si sommano sempre e il risultato ha lo stesso segno.
Se due numeri hanno segno opposto si sottraggono sempre e il risultato ha il segno del numero più grande.

Es:  -2-5 = -7
       -2+5 = +3
       +2-5 = -3
       +2+5 = +7

Se una somma contiene addendi opposti, questi si possono sopprimere.
Dovendo addizionare o sottrarre più numeri possiamo procedere in due modi.
 Primo metodo
Si fa la somma algebrica fra primo e secondo termine, poi si somma il loro risultato con il terzo termine, si continua sommando il nuovo risultato al quarto termine ecc. ecc.
 Secondo metodo
Si sommano fra di loro tutti i numeri positivi, si sommano fra di loro tutti i numeri negativi, si sottraggono i due risultati.
Se una parentesi è preceduta dal segno meno, togliendola dobbiamo cambiare di segno quello che sta dentro la parentesi.
Es:  - (-2+3-7)+(5-9) = - (-6) + (- 4) = +6 - 4 = +2
Oppure:  - (-2+3-7)+(5-9)  =    +2-3+7+5-9  = +14 – 12 = +2

Moltiplicazione e divisione

Segni concordi danno risultato + , segni discordi danno risultato - .
Es: ( - 5) ∙( +2) = - 10     ;   15 : (- 5) = - 3     ;     - 2∙ ( - 4) = +8

Nella risoluzione delle espressioni ricordiamo che prima dobbiamo togliere le parentesi tonde, poi le quadre e poi  le graffe dando la precedenza a moltiplicazioni e divisioni, infine addizioni e sottrazioni.

Potenze di un numero relativo

Valgono tutte le regole già viste nell’insieme N, ma ora bisogna stare attenti ai segni.
Se la base della potenza è un numero positivo, non cambiano le regole precedenti.
Se la base è un numero negativo, dobbiamo ricordare che:
 Il segno - elevato ad esponente pari dà risultato +.
 Il segno - elevato ad esponente dispari dà risultato - .
Es: ( - 2)3 ∙ ( -3)2 – (+2)3 ∙( -5) =  - 8∙(+9) – (+8) ∙( -5) =  - 72 +40 = - 32
Es: ( -1 )55 = - 1
Es: ( -1 )230 = +1

Valgono le proprietà delle potenze:

· an∙ am = an+m
· an: am = an-m
· 
· 
· 

Es:  ( -2)3∙ ( -2)4 : (+2)6 =
Il risultato avrà base negativa perché il primo fattore risulterà negativo ( poiché elevato ad esponente dispari), il secondo risulterà positivo  (poiché elevato ad esponente pari), il terzo rimarrà positivo e sappiamo che  - ∙ + ∙ + = -
Quindi:   ( -2)3∙ ( -2)4 : (+2)6 =  ( - 2)3+4-6 = ( -2 )1 = -2










INSIEME Q

Poiché negli insiemi N e Z  non è sempre possibile la divisione, bisogna ampliare questi insiemi costruendo l’insieme Q dei numeri razionali ( le frazioni), in cui la divisione è sempre possibile.


Q
Z
N





Se dividiamo una torta equamente fra 10 invitati, la parte di ogni invitato si dice che è “ un decimo” dell’intera torta e si scrive:  
L’insieme Q dei numeri razionali è costituito da tutti i numeri positivi e negativi del tipo   (con b≠0), dove a si chiama numeratore, b si chiama denominatore e la linea che li divide si chiama linea di frazione.
La frazione  equivale alla divisione a:b
Le frazioni si dicono equivalenti quando hanno lo stesso valore.
Es:  e   sono equivalenti poiché 1:2 = 0,5  e  4:8 = 0,5

Proprietà invariantiva

Moltiplicando o dividendo numeratore e denominatore di una stessa frazione per uno stesso numero ( ≠ 0 ), se ne ottiene un’altra equivalente.
Es:     ecc. ecc.

Semplificazione

Semplificare una frazione, o ridurla ai minimi termini, significa dividere numeratore e denominatore per uno stesso divisore comune e continuare così fino a che numeratore e denominatore non risultino primi fra loro. Naturalmente li possiamo dividere un’unica volta per il loro M.C.D.
Es: ridurre ai minimi termini la frazione  
Scomponiamo in fattori primi numeratore e denominatore:
18 = 2 ∙ 32
12 = 22 ∙ 3
M.C.D. = 2∙3 = 6    Possiamo dividere numeratore e denominatore per 6.
 

Nelle espressioni ci conviene sempre lavorare con numeri i più piccoli possibile.



Confronto fra frazioni

Per confrontare due frazioni, cioè decidere quale sia maggiore ( > ) e quale sia minore ( < ) , basta fare le rispettive divisioni e confrontare i risultati.
Es:    poiché 0,5 > 0,3
       perché i numeri negativi sono sempre minori dei numeri positivi
       poiché -1,5 < -0,5  (essendo -0,5 più vicino allo zero)

Frazioni e numeri decimali

Per scrivere una frazione sotto forma di numero decimale basta dividere tra numeratore e denominatore.
Es:      ;   
Questi si chiamano numeri decimali finiti perché ad un certo punto la divisione ci dà resto 0.

Es:   =  
        = 
      =  
Questi si chiamano numeri decimali infiniti o periodici perché la divisione potrebbe continuare all’infinito. Per evitare ciò mettiamo un trattino sul numero, o sui numeri, che si ripetono. Tale numero, o numeri, si chiama periodo, mentre il numero (o numeri), se esiste, che si trova tra la parte intera e il periodo si chiama antiperiodo.
Es:      è un numero periodico semplice il cui periodo è 6.
        =  è un numero periodico misto il cui periodo è 3 e l’antiperiodo è 8.

Abbiamo visto come, per passare da una frazione ad un numero decimale finito o infinito, basta dividere il numeratore con il denominatore.
Viceversa, dato un numero decimale, vediamo come si fa a scrivere tale numero sotto forma di frazione. Bisogna distinguere i due casi.

Regola 1
La frazione generatrice di un numero decimale finito è una frazione che ha per numeratore il numero per intero ( senza la virgola) e per denominatore la cifra 1 seguita da tanti zeri quante sono le cifre dopo della virgola.  Es: 0,5 =      ;    2,531  =  

Regola 2
La frazione generatrice di un numero decimale periodico ( semplice o misto) è una frazione in cui:
· Il numeratore è la differenza fra il numero per intero e la parte non periodica del numero
· Il denominatore è formato da tanti 9 quante sono le cifre del periodo e da tanti 0 quante sono le cifre dell’antiperiodo ( se c’è ).
Es:               Es: 
   Es:  

Addizione e sottrazione in Q

Per calcolare la somma ( o la differenza) fra due o più numeri razionali si deve:
· Ridurre ai minimi termini i numeri riducibili
· Trasformare i numeri dati in frazioni equivalenti aventi tutti lo stesso denominatore ( il loro m.c.m.)
· Sommare ( o sottrarre) i numeratori
· Se possibile ridurre ai minimi termini il risultato.

Es:    

Se nell’espressione ci sono numeri decimali, prima di iniziare ci conviene trasformarli in frazioni per facilitare i calcoli.

Es:  
      =   =
      = 
      = 
      = 
      = 
     = 
      =  =
     =   =  = 
Potevamo risolvere l’espressione togliendo gradualmente le parentesi e trovando infine il m.c.m. una sola volta.

Moltiplicazione e divisione in Q

Si chiama prodotto di due frazioni    e    la frazione   ∙    =   che si ottiene moltiplicando numeratore con numeratore e denominatore con denominatore. Se fra i numeratori e i denominatori ci sono fattori comuni, prima della moltiplicazione conviene semplificare.
Es:   =  =     
Es: =      
Es:  =   =  = 
Si chiama reciproco del numero razionale  il numero 
La divisione fra due frazioni si esegue moltiplicando la prima per il reciproco della seconda.
Es: 
Es: 

Potenza di numeri razionali

Per elevare a potenza un numero razionale si eleva a quella potenza sia il numeratore che il denominatore,  per cui  .        Attenzione all’uso delle parentesi!
 Es: 
       
       
 Anche per le potenze delle frazioni valgono le proprietà già viste negli insiemi N e Z.

Es:  
      = 
      = 
      =   =  =  

Se l’esponente è un numero negativo, prima di sviluppare la potenza bisogna renderlo positivo.
Per definizione     

Es: 
Es: 
Es: 
Es: 
Es: 
Es:  
      = 
      =
      = =         



Rapporti e proporzioni

Dati due numeri a e b ( con b ≠ 0), si dice rapporto fra a e b il quoziente della divisione di  a  per  b e si scrive  a : b  oppure   .
Il primo termine a si chiama antecedente, il secondo termine b si chiama conseguente.
Dati quattro numeri  a, b, c, d,  si dice che essi sono in proporzione se il rapporto fra i primi due è uguale al rapporto fra gli ultimi due e si scrive:  a : b = c : d
Si legge: a sta a b come c sta a d.
I termini b e c si chiamano medi, i termini a e d si chiamano estremi.

Proprietà delle proporzioni

· In ogni proporzione il prodotto dei medi è uguale al prodotto degli estremi e viceversa.
Es: nella proporzione  10:5 = 50:25 avremo  10∙25 = 5∙50
      Es: la scrittura  6:3 = 8:2 non è una proporzione poiché  6∙2 ≠ 25∙5

· Se in una proporzione si scambiano fra di loro i medi e/o gli estremi, si ottiene ancora una proporzione.
Es: 10 : 5 = 50 : 25
      25 : 50 = 5 : 10   è ancora una proporzione.

· Se in una proporzione si scambia ogni antecedente con il proprio conseguente, si ha ancora una proporzione.
Es: 12 : 4 = 9 : 3
      4 : 12 = 3 : 9  è ancora una proporzione.

· In ogni proporzione la somma ( o la differenza) del primo e del secondo termine sta al primo o al secondo termine, come la somma ( o la differenza) del terzo e quarto termine sta al terzo o al quarto termine.
Es:  5 : 2 = 10 : 4
      ( 5-2) : 2 = ( 10-4) : 4
      3 : 2 = 6 :4  è ancora una proporzione poiché 3∙4 = 2∙6

Calcolo del termine incognito di una proporzione
  
· Ogni medio è uguale al prodotto degli estremi diviso l’altro medio
· Ogni estremo è uguale al prodotto dei medi diviso l’altro estremo
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Es:  
         =  
Es: determina due numeri sapendo che la loro somma è 30 e che il loro rapporto è 
Indicando con x e y questi numeri possiamo scrivere:
x : y = 8 : 7
( x+y) : x = ( 8+7) : 8
30 : x = 15 : 8        x =  e di conseguenza y = 30-16 = 14
Prof.  Rosa Anna Bruzzese                                                                                                                 Insiemi numerici
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