4

I  SISTEMI  LINEARI

Noi sappiamo risolvere le equazioni in una incognita. Se le incognite sono due, abbiamo bisogno di due equazioni, se sono tre ci servono tre equazioni ecc. ecc. 
Per il momento ci soffermiamo sui sistemi di primo grado di due equazioni in due incognite.
Risolvere un sistema significa trovare la coppia di valori  x  e  y  che, sostituita alle incognite, rende le equazioni delle identità.
Ci sono diversi metodi per risolvere questi sistemi, ma prima di applicare qualsiasi metodo dobbiamo ridurre il sistema a forma normale, cioè con la  x  e la  y  al primo membro (devono comparire una sola volta), e il termine noto al secondo.
Nel piano cartesiano ogni equazione lineare in due incognite rappresenta una retta, due equazioni rappresentano due rette, che possono essere distinte oppure parallele.  Risolvere geometricamente il sistema significa trovare le coordinate del punto d’intersezione P delle due rette (sistema possibile che ammette una e una sola soluzione). Se le rette sono parallele e distinte non ci saranno punti di intersezione (sistema impossibile). Se le rette sono parallele e coincidenti ci saranno infiniti punti comuni alle due rette (sistema indeterminato). 


· Metodo di sostituzione

Applicare il metodo di sostituzione vuol dire ricavare il valore di una incognita in una qualsiasi delle equazioni e sostituire tale valore nell’altra. Per comodità di calcolo è preferibile scegliere l’incognita con coefficiente 1 (se c’è). L’equazione in cui avviene la sostituzione diventerà una semplice equazione di primo grado in una incognita, facilmente risolvibile.


Es:  

Il sistema è già ridotto a forma normale. Ricaviamo la x nella seconda equazione e sostituiamo nella prima. Siccome l’ordine delle equazioni non ha importanza scriviamo:






            

Se (2;-1) è soluzione del sistema, questi valori devono rendere le nostre equazioni delle identità.

1° equazione: 4(2)+3(-1)=5  →  8-3=5    verificato
2° equazione: 2-2(-1)=4    →   4=4       verificato

Il metodo di sostituzione è molto importante perché può essere applicato quasi sempre a qualsiasi sistema e di qualsiasi grado.









· Metodo di riduzione 

Nel metodo di riduzione (o di addizione o sottrazione) si cerca di rendere uguale e di segno contrario una incognita. Sommando a membro a membro si otterrà una equazione in una incognita.


Es:  
Moltiplichiamo la seconda equazione per -4 e sommiamo membro a membro.

        
             ______________                                    
                        11y=-11              da cui y = -1

A questo punto possiamo sostituire li valore  y = -1 in una qualsiasi delle equazioni e ricavare la x corrispondente, oppure applichiamo ancora riduzione.
Moltiplichiamo la prima equazione per 2 e la seconda per 3 e sommiamo membro a membro.



        
                                 _____________
                                   11x        =22          da cui   x=2

La soluzione del sistema è (2; -1)

In pratica, per risolvere un sistema con il metodo di riduzione:

· Moltiplichiamo una o entrambe le equazioni in modo da avere i termini con la x uguali e di segno contrario
· Sommiamo membro a membro le equazioni ottenendo  una nuova equazione con la sola y e la risolviamo trovando così il valore della y che, sostituito in una qualsiasi delle equazioni, ci permette di trovare la x. Oppure: 
· Moltiplichiamo una o entrambe le equazioni in modo da avere i termini con la y uguali e di segno contrario
· Sommiamo membro a membro le equazioni ottenendo  una nuova equazione con la sola x e la risolviamo trovando così il valore della x.














· Metodo del confronto

Per risolvere un sistema con il metodo del confronto

· Ricaviamo da entrambe le equazioni la x  (oppure la y)
· Uguagliando le espressioni trovate otteniamo una sola equazione in una sola incognita (y oppure x)
· Risolvendo tale equazione di primo grado troviamo il valore della y (o della x), che sostituito in una qualsiasi delle equazioni di partenza ci permette di trovare il valore dell’incognita rimanente.



Es:                          da cui













Sostituisco   nella seconda equazione:
x-2(-1)=4
x+2=4
x=4-2
x=2
La soluzione è (2; -1)

Per determinare il valore della  x, anziché sostituzione, posso ancora applicare il metodo del confronto ricavando da entrambe le equazioni del sistema la  y .  Uguagliando le espressioni trovate otteniamo una equazione di primo grado in  x , facilmente risolvibile.

















· Metodo di Cramer

Il metodo di Cramer è uno dei metodi più utilizzati soprattutto per i sistemi letterali.
Per risolvere un sistema con il metodo di Cramer:

· 
Calcoliamo , cioè il determinante delle prime due colonne
· 

Calcoliamo x , che si ottiene da  sostituendo alla colonna delle x i termini noti
· 

Calcoliamo y , che si ottiene da  sostituendo alla colonna delle y i termini noti
· 

Si avrà:    x=   e    y= 
Ricordiamo che ogni determinante rappresenta un numero dato da:



    =ad-bc



Es:  




Troviamo , x , y . 



 =         = 4∙(-2)-3∙(1)= -4-3=-11




x =        = 5∙(-2)-3(4)=-10-12=-22




y =          =  4∙4-5∙1=16-5=11

Le soluzioni saranno   x=     

[bookmark: _GoBack]                                     y= 















SISTEMI DI TRE EQUAZIONI IN TRE INCOGNITE

Rispetto ai sistemi di due equazioni in due incognite questi nuovi sistemi non presentano novità dal punto di vista concettuale. L’unica differenza sta nei calcoli, che richiedono più tempo.

Anche i metodi di risoluzione sono gli stessi, l’unica differenza sta nel metodo di Cramer perché richiede il calcolo di determinanti di matrici 33, cioè con tre righe e tre colonne, che è più complesso nei calcoli. 
Naturalmente prima di applicare qualsiasi metodo dobbiamo ridurre il sistema a forma normale, cioè con x, y e z al primo membro e il termine noto al secondo.
Risolvere il sistema significa trovare una soluzione, se esiste, data da una terna di numeri (x; y; z).

· Metodo di sostituzione
In una delle equazioni si ricava una incognita in funzione delle altre due. Questo valore si sostituisce nelle due equazioni rimanenti, che insieme costituiranno un sistema di due equazioni in due incognite, che può essere risolto con un qualsiasi metodo. Trovati i valori delle due incognite, si ritorna all’incognita iniziale facendo sostituzione.


Es:     Scegliamo  z  nella prima equazione e la sostituiamo nelle altre due




Trascurando per il momento la prima equazione consideriamo le altre due, ottenendo dopo i calcoli




Facciamo ancora sostituzione ricavando la  x  dalla seconda equazione




     →           →      



      →   

Ritorniamo alla z

z=-1-2+6=3

La soluzione sarà (1; 2; 3)




· Metodo di Cramer

Per applicare il metodo di Cramer dobbiamo utilizzare i determinanti del terzo ordine, cioè di tre righe e tre colonne. Il calcolo è lungo ma semplice. 

Nella prima colonna di  scriviamo i coefficienti della x, nella seconda i coefficienti della y, nella terza i coefficienti della z. 

In x i numeri della prima colonna vanno sostituiti con i termini noti.

In y i numeri della seconda colonna vanno sostituiti con i termini noti.

In z i numeri della terza colonna vanno sostituiti con i termini noti.
Le soluzioni del sistema saranno:




x=   ;         y=      ;    z=
Per risolvere i determinanti del terzo ordine abbiamo due metodi

Metodo normale
Lo schema è il seguente:









                =  a∙     -b∙     +c∙    
Si è scelta la prima riga.

Si incomincia con a, che si trova in prima riga e prima colonna (1+1=2). Siccome è di ordine pari, va scritto con il suo segno e deve moltiplicare il determinante 22 costituito dagli elementi rimanenti dopo aver incrociato riga e colonna su cui si trova a.

Si continua con b, che si trova in prima riga e seconda colonna (1+2=3). Siccome è di ordine dispari, va scritto con segno opposto e deve moltiplicare il determinante 22 costituito dagli elementi rimanenti dopo aver incrociato riga e colonna su cui si trova b.

Si conclude con c, che si trova in prima riga e terza colonna (1+3=4). Siccome è di ordine pari, va scritto con il suo segno e deve moltiplicare il determinante 22 costituito dagli elementi rimanenti dopo aver incrociato riga e colonna su cui si trova c


Es:  











=                   =  1∙         -1∙        +1∙       =
= 1(1-3)-1(2+2)+1(-6-2)=-2-4-8=-4










=                   =  6∙          -1∙         +1∙       =
=6(1-3)-1(1-1)+1(-3+1)= -12-0-2=  -14











=                   =  1∙          -6∙         +1∙       =
=1(1-1)-6(2+2)+1(-2-2)= 0-24-4=  -28











=                   =  1∙          -1∙         +6∙       =
=1(-1+3)-1(-2-2)+6(-6-2)= 2+4-48=  -42

Da cui  


 x =    =     =  +1



y =    =     =  +2



z =    =     =  +3

La soluzione del sistema è  (1; 2; 3)


Per determinare un determinante del terzo ordine possiamo utilizzare, anziché il metodo normale, la regola di Sarrus.






Regola di Sarrus

Accanto al determinante della matrice quadrata A si scrivono le prime due colonne ottenendo così tre diagonali “principali” (verso il basso) e tre diagonali “secondarie” (verso l’alto). Il numero che corrisponde al determinante è dato dalla differenza tra la somma dei prodotti dei termini di ciascuna diagonale principale e la somma dei prodotti dei termini di ciascuna diagonale secondaria. 
 
La regola di Sarrus dice, passaggio per passaggio: 
• Si fa il prodotto dei termini di ciascuna diagonale principale ( tre prodotti: dall’alto verso il 
basso in diagonale ) 

• Si fa il prodotto dei termini di ciascuna diagonale secondaria ( tre prodotti: dal basso verso 
l’alto in diagonale )

• Si fa la somma dei tre prodotti delle diagonali principali

• Si fa la somma dei tre prodotti delle diagonali secondarie 

• Si effettua la differenza tra la somma dei tre prodotti delle diagonali principali e la 
somma dei tre prodotti delle diagonali secondarie. 


[image: determinante Regola di Sarrus] 
[image: determinante Regola di Sarrus]
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