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CALCOLO DIFFERENZIALE

· DERIVATA DI UNA FUNZIONE IN UN PUNTO

Sia y= f(x) una funzione definita in un intervallo [a,b] e sia x0 un punto interno a questo intervallo. Se da x0 si passa ad un altro punto qualunque  x0+h  dell’intervallo [a,b], si dice che si è dato alla variabile x l’incremento (positivo o negativo) h.

La differenza f(x0+h)-f(x0) tra i valori che la funzione assume quando la variabile x passa dal valore x0 al valore x0+h si chiama incremento della funzione e può avere valore positivo, negativo o nullo.

Il rapporto 
[image: image123.wmf] si chiama rapporto incrementale della funzione f(x) relativo al punto x0 e all’incremento h.

Riepilogando:

· Incremento della variabile: x0+h . Questo incremento si indica anche con (x oppure con x-x0
· Incremento della funzione: f(x0+h)-f(x0) . Questo incremento si indica anche con (f, oppure (y, oppure f(x0+(x)-f(x0) , oppure  f(x)-f(xo) .
· Rapporto incrementale: 
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DEFINIZIONE

Si chiama derivata della funzione f(x) nel punto x0 il limite, se esiste ed è finito, del rapporto incrementale della funzione al tendere a zero dell’incremento h della variabile.

La derivata si indica con uno qualunque dei simboli :

f ' (x0) , y' (x0) , 
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Pertanto la derivata  f 1(x0) della funzione f(x ) è definita dalla relazione :

f ' (x0) =
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nell’ipotesi che il limite del secondo membro esista e sia finito.
La derivata  f 1(x0) della funzione f(x ) si può anche scrivere :

 f ' (x0)= 
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L’operazione con la quale si calcola derivata f(x) è detta la derivazione di questa funzione.

Se una funzione è derivabile in un punto, allora è necessariamente continua in quel punto. Il viceversa non sempre è vero.

Se una funzione è discontinua in un punto, in quel punto non è derivabile.

Il calcolo di una derivata, secondo la definizione, si deve eseguire in tre tempi:

1) Calcolo dell’incremento della funzione relativo al punto x0 e all’incremento h :


(y = f(x0+h) – f(x0)


2) Calcolo del rapporto incrementale :
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3) Calcolo del limite del rapporto incrementale per h( 0

ESEMPI :

a) Calcolare nel punto x=2 la derivata della funzione f(x) = x3
Si avrà:

· Incremento della funzione (f =f(2+h)-f(2) = (2+h)3 – 8 = h3 +6h2 +12h

· Rapporto incrementale 
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= h2+ 6h+ 12 (funzione continua essendo razionale)

Risulterà: 
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]h
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Il che prova che la funzione x3 è derivabile nel punto x=2, e la derivata vale 12.

b) Calcolare la derivata di f(x) = x3 – 4x nel punto x0 =1

Si avrà:

· Incremento della funzione (f =f(1+h) –f(1) = [(1+h)3 –4(1+h)] +3= h3 +3h2 –h
· Rapporto incrementale 
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= h2 +3h –1 ( funzione continua)
Risulterà : 
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La derivata della funzione data, nel punto 1, è f ' (1) = -1

DEFINIZIONE

Si dice funzione derivata di una funzione f  la funzione f ', definita sull’intervallo in cui la f è derivabile, che associa ad ogni punto x0 dell’intervallo il numero f ' (x0) , derivata di  f  in  x0 .

· DERIVATE DI ALCUNE FUNZIONI ELEMENTARI
1. Derivata di una funzione costante

Se f(x) = k, allora f ' (x) = 0 : la derivata di una costante vale zero.

Infatti  f ' (x) = 
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2. Derivata della funzione  f(x) = x
Se f(x) = x, allora  f ' (x) = 1 : la derivata della variabile x vale 1

Infatti  f ' (x) = 
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3. Derivata della funzione potenza  f(x) = xn 
Se  f(x) = xn , con n ( 0,  allora  f ' (x) = nxn-1
Per semplicità si può dimostrare la regola ponendo successivamente n = 2, 3, 4, ecc.

4. Derivata della funzione logaritmica ( si intendono i log naturali, cioè in base e )
Se  f(x) = log x , allora f ' (x) = 
[image: image29.wmf]x
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5. Derivata della funzione esponenziale

Se  f(x) = ex , allora f ' (x) = ex
6. Derivata della funzione seno e coseno

Se  f(x) = sen x , allora f ' (x) = cos x

Se  f(x) = cos x , allora f ' (x) = - sen x

· TEOREMI SULLE DERIVATE

Siano f(x) e g(x) due funzioni definite e derivabili nello stesso intervallo I .

Sussistono i seguenti teoremi:

Derivata della funzione somma

La funzione s(x) =  f(x) + g(x), somma di due funzioni derivabili in I , è anch’essa derivabile in I , e la sua derivata è uguale alla somma delle derivate delle due funzioni. Cioè:

s ' (x) = f ' (x) + g ' (x)

Esempio:

D (x5 +2x3 + 3x +9 ) = 5x4 +6x2 +3

Derivata della funzione prodotto

La funzione s(x) =  f(x) ( g(x), prodotto di due funzioni derivabili in I , è anch’essa derivabile in I , e la sua derivata è data da :

s ' (x) = f ' (x) g (x) + f (x) g ' (x)

Esempio:

D( x2senx) = 2xsenx +x2cosx

Derivata della funzione quoziente

La funzione 
[image: image30.wmf])
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, quoziente delle due funzioni derivabili f e g  ( con g ( 0 ) , è una funzione derivabile nell’intervallo I comune, e la sua derivata è data da :
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Esempio: 

D
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· ALCUNE REGOLE DI DERIVAZIONE
1. DERIVATA DI UNA FUNZIONE COMPOSTA

Se y = f[g(x)] , si avrà y ' = g ' (x) ( f ' [g(x)].   Si può anche scrivere 
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Esempio:

Da y = sen(x 2+x+1) si avrà : y ' = (2x+1) ( cos(x 2+x+1) 

2. DERIVATA DELLA FUNZIONE LOGARITMICA

Se y = log f(x) , si avrà : y ' = 
[image: image35.wmf])
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3. DERIVATE DELLE FUNZIONI INVERSE

Se la funzione y = f(x) è derivabile nel punto x0( [a,b] , con derivata f ' (x0) ( 0 , allora anche la funzione inversa x = g(y) è derivabile nel punto y0 = f(x0) e si ha :
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4. DERIVATA DI UNA POTENZA

Se y = f(x)g(x) , si avrà :   y' = f(x)g(x)[ g' (x)log f(x) + g(x)
[image: image37.wmf])
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· SIGNIFICATO GEOMETRICO DELLA DERIVATA

Il valore della derivata f ' (x), in un dato punto x0 , è uguale al coefficiente angolare m della tangente alla curva y = f(x) nel punto P[x0 , f(x0)].

In altri termini, se 
[image: image38.wmf]a

 è l’angolo che l’asse x forma con la retta t  tangente alla curva di equazione y=f(x) , nel punto P di ascissa x0 , si ha :

f ' (x0) = m = tg
[image: image39.wmf]a


· EQUAZIONE DELLA TANGENTE E DELLA NORMALE A UNA CURVA
L’equazione della tangente a una curva y = f(x) nel punto P0 (x0 , y0) è :

y - y0 = f ' (x0)(x – x0)

L’equazione della normale a una curva y = f(x) nel punto P0 (x0 , y0) è :

y - y0 = 
[image: image40.wmf])
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( La normale alla curva nel punto P0 è la retta perpendicolare alla tangente alla curva nel punto P0 .

· DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE
La funzione derivata , finora considerata, è detta anche derivata prima. 

Se la derivata prima f ' (x) di una funzione f (x) è derivabile, la sua derivata si chiama derivata seconda di f (x) e si indica con uno dei simboli :

f '' (x) ;  y '' ;  D2f(x)

Se la derivata seconda f 11(x) di una funzione f (x) è derivabile, la sua derivata si chiama derivata terza di f (x) e si indica con uno dei simboli :

f''' (x) ;  y''' ;  D3 f(x)

Le derivate prima, seconda, terza  ecc. si chiamano anche derivate del primo ordine, del secondo ordine, del terzo ordine ecc. Esse sono dette anche derivate successive. 

ESEMPI

1) Calcolare le derivate successive della funzione y = senx 

Si trova:

y' = cosx ,   y'' = -senx ,   y''' = -cosx ,   y'v =senx  , ……………
2) Calcolare le derivate successive della funzione y =2x3+3x2-6x+5

Si trova:

y' =6x2+6x-6 ,  y'' =12x+6 ,  y''' =12 ,   y'v = 0

3)   Calcolare nel punto x=1 le prime tre derivate della funzione y = logx + x3- 
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Si trova:

f ' (x) =
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                                                      f ' (1) = 1+3-
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f'' (x) = -
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]                                               f''' (1) =2+6-
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TABELLA DELLE DERIVATE DI ALCUNE FUNZIONI

	y = cost
	y'  = 0

	y = x
	y'  = 1

	y = xn
	y'  = nxn-1

	y = [f(x)] n
	y'  = n [f(x) n-1] f ' (x)

	y =
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	y = 
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	y = ex
	y'  = ex

	y = ef(x)
	y'  = f ' (x) ef(x)

	y = ax
	y'  = ax loge a

	y = af(x)
	y'  = af(x)f ' (x) loge a

	y = log x
	y'  = 
[image: image53.wmf]x
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	y = xx
	y'  = xx( logx+1)

	y = log f(x)
	y'  = 
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	y = logax
	y'  = 
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	y'  = 
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TABELLA DELLE DERIVATE DI ALCUNE FUNZIONI GONIOMETRICHE

	y = sen x
	y' = cos x

	y = sen f(x)
	y' = f ' (x) cos f(x)

	y = cos x
	y' = -sen x

	y = cos f(x)
	y' = - f ' (x) sen f(x) 

	y = tag x
	y' = 
[image: image57.wmf]x
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	y = tag f(x)
	y' = 
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	y = cotag x
	y' = - 
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	y' = - 
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	y =arco sen x
	y' = 
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	y = arco sen f(x)
	y' = 
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	y = arco cos x
	y' = -
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	y = arco cos f(x)
	y' =  - 
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	y =  arco tag x
	y' = 
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	y = arco tag f(x)
	y' = 
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	y = arco cotag x
	y' =  - 
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	y = arco cotag f(x) 
	y' = - 
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TEOREMI FONDAMENTALI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE

· Teorema di Lagrange  ( o del valore medio, o dell’aumento finito)
Se f(x) è continua e derivabile sull’intervallo [ a, b] , allora esiste almeno un punto x0((a, b) tale che
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· Teorema di Rolle
Se f(x) è continua e derivabile sull’intervallo [ a, b], e se f(a)=f(b)= 0 , allora f ' (x)=0 per almeno un x0((a, b) .

· Teorema di Cauchy
Se f(x) e g(x) sono continue e derivabili  sull’intervallo [ a, b] e se g ' (x)( 0 per ogni x((a, b) , allora esiste almeno un x0((a, b)  tale che
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· Teorema di De L’Hospital
Se f(x) e g(x) sono continue e derivabili  e se il limite del loro quoziente si presenta sotto la forma indeterminata  
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Le forme indeterminate del tipo 
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  possono essere trasformate in uno dei tipi  
[image: image80.wmf]0

0

 e 
[image: image81.wmf]¥

¥

 dopo di che si può applicare Hospital.

Le forme indeterminate   0 0, ( 0, 1(    si trasformano, mediante i logaritmi naturali  (Inx), in una forma trasformabile a sua volta nelle  
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· DIFFERENZIALE
Data una funzionane y = f(x), si definisce

·  dx , detto il differenziale di x, con la relazione dx = 
[image: image103.wmf]D
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· dy ,  detto il differenziale di y, con la relazione dy = f '(x)dx = 
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In pratica, per calcolare il differenziale di una funzione y = f(x), basta calcolare la derivata della funzione e poi moltiplicarla per dx.

Esempi :  

 Dato  y = x2, si avrà dy = 2xdx   ,  d(sen x) = cosx dx   ,   d( lg x) = 
[image: image105.wmf]dx
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 ,    d( x2-x  ) =( 2x – 1)dx.

I differenziali ci sono utili per calcolare le derivate di funzioni del tipo z = f (x, y), cioè di funzioni con più di una variabile.

Esempi:

1. Nella 
[image: image106.wmf]xy+ x - 2y =5  derivare usando i differenziali per ottenere 
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dy


Si avrà:   d(xy) +d(x) + d(-2y) = d(5)

xdy + ydx +dx –2dy = 0

( y+1)dx + (x-2)dy = 0
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2. Nella  
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 derivare usando i differenziali per ottenere 
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Si avrà:  
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Le funzioni in più variabili si possono derivare anche usando le derivate parziali  e tenendo conto che 
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Esempio:

Nella 
[image: image116.wmf]xy+ x - 2y =5  derivare usando le derivate parziali per ottenere 
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Si avrà:  
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· FUNZIONE CRESCENTE E DECRESCENTE

Nello studio di una funzione, i punti per cui essa è crescente si hanno per f ' (x)(0, mentre per 

f ' (x)(0  si hanno i punti per cui la y è decrescente.

· MASSIMI E MINIMI RELATIVI 

- Criterio della derivata seconda

1) Si risolve la f ' (x)=0 per trovare i punti critici (compresi i valori che annullano il denominatore).

2) Per un valore critico x = x0 ,  f(x) ha un

                     Max  se f ' ' (x)(0
                     Min  se f ' ' (x)(0

Il criterio viene meno se f ' ' (x)=0 o diventa infinita. In questo caso si deve usare il criterio della derivata prima.

-Criterio della derivata prima

1) Si risolve la f ' (x)=0 per trovare i punti critici.

2) Si localizzano i punti critici sulla retta orientata.

3) Si determina il segno di  f ' (x) in ogni intervallo della retta ( funzione crescente o decrescente)

4) Si avrà :  f (x) ha un 

                              Max  quando si cambia da + a (
                              Min  quando si cambia da ( a +

f (x) non ha né max né min se non si cambia di segno.

· CONCAVITA’

Un arco di una curva  y = f(x) è concavo verso l’alto (concavità positiva) se, in ciascuno dei suoi punti, l’arco sta sopra alla tangente nel punto.

Un arco di una curva  y = f(x) è concavo verso il basso (concavità negativa) se, in ciascuno dei suoi punti, l’arco sta sotto alla tangente nel punto.

- Concavità positiva per   f ' ' (x)(0

- Concavità negativa per  f ' ' (x)(0
· FLESSI

I flessi sono i punti della curva in cui la stessa passa da una fase di concavità positiva ad una fase di concavità negativa e viceversa, e si ottengono ponendo  f ' ' (x)=0.
Geometricamente si dice che la f(x)ha un punto di flesso in x0  se la retta tangente alla curva in x0    la attraversa
STUDIO DI UNA FUNZIONE

Per studiare una funzione  y = f(x), cioè per esaminare l’andamento senza ricorrere alla costruzione per punti, si procede nel modo seguente ( non è rigoroso l’ordine che segue), stabilendo:

1. L’intervallo di esistenza della funzione .

2. Gli eventuali punti di intersezione della curva con gli assi coordinati. 

3. I valori di x per cui f (x)(0.   (positività della funzione)

4. Le equazioni degli asintoti paralleli agli assi e obliqui, che possono essere del tipo x = a,  y = b,  y = mx+q   (ed eventualmente si calcolano le intersezioni, se esistono, della curva con questi asintoti).

5. I valori della x per cui la funzione è crescente o decrescente

     ( f ' (x)>0 oppure  f ' (x)<0 )

6. I punti di massimo e minimo relativi. ( f ' (x)=0 )

7. I punti di flesso. ( f ' ' (x)=0 )

8. Si costruisce la curva immagine della funzione, tenendo conto dell’eventuale simmetria della curva rispetto agli assi o all’origine ( funzione pari o dispari ), e i limiti della funzione nei punti di  “frontiera”.
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